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Wyklad 8

Transformata Laplace’a - przypomnienie, transmitancja operatorowa, schematy blokowe, wprowadzenie do
pakietu Matlab/Scilab, regulatory PID - transmitancja, modele matematyczne wybranych obiektow regulacji,
przykiady wyprowadzenia transmitancji z potrzebq linearyzacji i bez linearyzacji rownan, bilanse: masy, energii,
momentu

1. Transformata Laplace’a — przypomnienie

Transformata jednostronna

F(s) = | f(testdt
|

f(t) — oryginat spetniajacy odpowiednie warunki (w naszych rozwazaniach spetnione)
F(s) — transformata, s — zmienna zespolona s = ¢ + jw

Tablica podstawowych wlasno$ci

af (t) + bg(t), a,b = const aF(s) + bG(s)
f(at), a = const 1 F (f)
T a \a
e f(t) F(s+a)
ft—1) e "F(s)
fim 70 g5

Uproszczona tablica podstawowych transformat

1

1(t) -

s
1
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s

n!
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1
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2 2! s3

1 1
—t3 — —t3 _
6 3! s4
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s
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S—0O0
etcos wt

G0y ta?

o
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e s(Ts+1)
1 t 1
t— F <1 —e T) m
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_ AP 1
( i T) ’ s(Ts + 1)?
n
Wf(t). n — naturalne STF(s)
% f (t), zerowe warunki poczqtkowe* SF (S)
2
% f (t), zerowe warunki poczgtkowe* s ZF(S)
[ rwa Lo
d 1
f®dt Lre)
d 1
f®dt Lres
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* L () » SMF(s) = Thoy S FE10) K L1 () = SF(s) = £(0), * L5 £(8) - s2F(s) — s£(0) — 2 £(0)

atn

Przyklad 1
dy(t) _ _
a=—=+ by(t) =u(t), vy(0)=0, ab— const

dy(t)

-t by(t) = u(t) - obustronnie stosujemy przeksztatcenie Laplace’a

y(@) =Y (s), u(t) = uls)
asY(s) + bY(s) = U(s)

(as+ b)Y (s) = U(s)

1
as+b

Y(s) =

U(s)

1
V() =-U(s) daT =% k=1
b

Y(s) = % U(s)

dlau(t) = 1(t) = U(s) = g

Y(s) = t=—"

Ts+1 s s(Ts+1)

na podstawie tabeli
t
y®)=k(l—e'T)

Metoda rozkladu na ulamki proste
Pierwiastki jednokrotne rzeczywiste

b _ b _ R

F(s) = a(s) ~ (s—-p)(s—p)~ s-p1  S—P2

R; = (s — ;)  F(s)|s=p, - metoda przestaniania

f(t) = RyePrt 4+ RyeP2t + ...
Pierwiastki zespolone

b(s) _ Rq R R*

Fs) = (s-p)(s—p)(s—p*)~ s—p1 s-p s—p*

p1 - rzeczywisty
p=oc+jw, R=A+jB
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p*=0—jw, R"=A—-jB

F(S) =t A+jB A-jB A+jB A-jB 2A(s—=0)-2Bw __ . 24A(s=0)+(=2B)w __ C(s—a) Sw
- s—(oc+jw) s—(o—jw) - (s—0)-jw (s—o)t+jw - (s—0)2+w? - (s—0)2+w? - (s—0)2+w? = (s—0)2+w?

C=2A, S=-2B

— pit ot ; — pit ot [C2Z 2 ¢ S ;
f(t) = RiePrt + et (C cos wt + S sinwt) = R eP1t + e?'/S2 + C (Wcoswt+msmwt)

sin(a + B) = sina cos B + cosasin B,

C
Ccoswt + Ssinwt = /S% + C?sin(wt + ¢), d= arctg§

f() = Rle”lt +VS2 + C2e°t sin(wt + ¢), ¢ = arctg:i)%z arctg%

F(S) =t C(s-0o) Sw — .. C(s—0)+Sw

(s-0)2+w? = (s—0)?+w? (s—0)2+w?

- metoda przeslaniania
C(S - (T) + Sw|s=a+jw = w(S +JC) = [(S - 0.)2 + wz]F(S)|s=a+jw

S+jC ==[(s = 0)? + @*1F () |s=gj

Wskazowka

- dla biegunéw rzeczywistych odpowiedz to suma funkcji wyktadniczych ewentualnie
mnozonych przez t" dla biegunow wielokrotnych

- dla biegunéw zespolonych odpowiedz to suma funkcji Sin i cos z amplitudg modyfikowang
wyktadniczo

Nieformalna wskazowka: p=0c+jw - etcos (wt)

2. Transmitancja operatorowa

» Transmitancja operatorowa — stosunek transformaty Laplace’a sygnatu wyjsciowego
do transformaty Laplace’a sygnatu wejsciowego
przy zerowych warunkach poczatkowych

¥(s) o
o ) ¥(s) = G(s)-U(s)

Y — Obiekt — Y G(s) =

| =G(s)
Uls )=;

DC gain = lim s ¥ (s) = im sG(s)U () 0
50 50 8=

» Transmitancja widmowa — stosunek sygnatu wyjsciowego do wejsciowego dla
sinusoidalnego sygnatu wejsciowego

G(jw)=G(s)

s=jw

Uwaga

Pierwiastki licznika transmitancji nazywamy zerami za$ pierwiastki mianownika
transmitancji nazywamy biegunami.
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Uwaga
Parametry transmitancji zalezg tylko od wtasciwos$ci obiektu a nie od charakteru sygnatu
wejsciowego.

Przyklad 1 — cd.

U — Obiekt —_— Y

k Y k
Y(s) = —=U(s) = G(s) = % =

Pytanie: jaka bedzie odpowiedZ uktadu na wymuszenie skokowe o amplitudzie roéwnej 2.
Wyznacz warto$¢ ustalong odpowiedzi.

3. Schematy blokowe

| Potaczenie szeregowe |

L" Gy(s) }_" Gy(s) }_'Y ‘ U G,(s) - G,(s) —Y

| Potfaczenie réwnolegte |

mm) U+ G(s)+Gyls) |~

W RG y

= 1+ RGOUH

Yis) Y =RG,E = RG,W — RG, HY Y(s) _  RG,
' E=W—HY m— /(s) 1+RG H




Automatyka i Regulacja Automatyczna, PRz, r.a. 2011/2012, Zabifiski Tomasz

Przesuwanie punktu zaczepowego |

2 G >
U o Gyfs) =" AQ{

\

LG - > UT Gy(s) "1

Gl(S) ™

Przesuwanie sumatora

U, + %
+ . — G
U1 : Gl(s) v 1(5) 4?_—>
Gy(s)
Y, U, }
1—»(?_—» G,(s) —y U,
Ul_.. Gl(S) _:O-_._Y - 1
G,(s)
U, i U,

Przeksztatcenie do jednostkowej petli sprzezenia zwrotnego

G,(s) |*
Y(s) _ G, Ys) 1 GG, G
W(s) 1+GG, W(s) G, 1+GG, 1+GG,

Transmitancja zaktéceniowa — zaktdcenie wejscia obiektu

Y(s)

z ?
+ l Z(s)
WioEe Rris) s G, (s) -
] Zasada superpozycji
H(s)

Y=Y, +Y,
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Transmitancja zaktéceniowa — zaktdcenie wejscia obiektu

Oddziatywanie sygnatéw Wi Z mozna rozpatrywac niezaleznie ze wzgledu
na zasade superpozycji

-0
z z
G, (s)
73 y Gy(s) - Y- Y(s) _ G, (s)
R(s) |« H(s) |~ Z(s) 1+G,(s)R(s)H(s)

4. Wprowadzenie do pakietu Matlab/Scilab
Podstawowe instrukcje - Matlab
1. Definiowanie wektora czasu
t=0:0.1:5;

L(s) _ aps™+an_1s" 14+ ass+ag
M(s) bpS™+by 18" 1+.+ bys+bg

2. Definiowanie transmitancji G(s) =
L=[a, a,1 a1 ag]
M:[bn bn-l bl bO]

3. Odpowiedz transmitancji na sygnal wejsciowy w postaci skoku jednostkowego
y=step(L,M,t);

4. Wykres
plot(t,y); grid

Analogiczne zadania mozna wykona¢ w nieodptatnie dostgpnym pakiecie Scilab
(www.scilab.org).

1. Definiowanie wektora czasu

t=[0:0.1:5]; bgdz t=0:0.1:5;


http://www.scilab.org/
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L(S) _ anps™+an_1s™ 14+ ajs+ay
M(s) bpS"+by_1S""1+-+ bys+b

2. Definiowanie transmitancji G (s) =

s=poly(0,’s’); bqgdz s=%s
sys=syslin(‘c’,( @y * S™ + ap_q *S" L+ -+ a; x5+ ag)/(by * S™ + bp_1.5""t + -+ by x5+ by));

3. Odpowiedz transmitancji na sygnal wejsciowy w postaci skoku jednostkowego
y=csim(‘step’,t,sys);
4. Wykres

plot2d(t,y); xgrid bgdz plot(t,y); xgrid

Przyklady
Y(s) &k ;
h)
U(s) Ts+1 15|
Matlab Scilab 1
k=2;T=5; k=2;T=5;
t=0:0.01:6*T, s=poly(0,'s'); 05!
y=step(k,[T 1],t); sys=syslin('c' k/(T*s+1)); '
plot(t,y);grid t=0:0.01:6*T;
y=csim('step',t,sys); 0 !
plot2d(t,y):xgrid 0 5 10 15 20 2% 30
60
Y(s) k
G(s)= = 50
U(s) s(Ts+1)
40
Matlab Scilab 30!
k=2;T=5; k=2;T=5; 20k
t=0:0.01:6*T; s=poly(0,'s');
y=step(k,[T10L,t);| sys=syslin('c’,k/(s*(T*s+1))); 4|
plot(t,y);grid t=0:0.01:6*T;
y=csim('step',t,sys); 0
plot2d(t y):xgrid 0 5 10 15 2 25 30
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Y(s) k
U(s) s
Matlab Scilab
k=2; k=2;
t=0:0.01:1; s=poly(0,'s");
y=step(k,[1 0],t); sys=syslin('c',k/s);
plot(t,y);grid t=0:0.01:1;
y=csim('step’,t,sys);
plot2d(t,y);xgrid
Y(s k
U(s) s
Matlab Scilab
k=2; k=2;
t=0:0.01:1; s=poly(0,'s');
y=step(k,[1 0 0],t);| sys=syslin('c',k/s"2);
plot(t,y);grid t=0:0.01:1;
y=csim('step’,t,sys);
plot2d(t,y);xgrid

25 !

5. Regulatory PID - transmitancje

1]

w —-T— P/I/PD/PI/PID

Pomiar

PID — opis w dziedzinie czasu

Obiekt »Y e—+  Regulator |——u

PID - transmitancja

P=k,e P=U(S)=k
E(s) 7
I = kijedt P ke I = Uls) _ ki
E(s) s
+
de =Setpoint: Error | kl.fed[‘ 9 Output=»
PD:kpe'i'kdE _ PD:U(S):kP‘l'de
5 E(s)
D k, X
dt U k
P]:k}e+ki_|'edr P[:ﬂ:k;ﬁ—f
! E(s) s
kp — wzmocnienie czlonu proporcjonalnego
d ; — wzmocnienie cztonu catkujgcego i
PID = k,e+ k[ edt +k, del ki = amocnienic crlonu alkujacee pip=Y6) _ k,+ K ks
dt k 4 — Wzmocnienie cztonu rozniczkujacego (S s
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PID — opis w dziedzinie czasu PID - transmitancja
1 1
PID=k, e+—jedz+Td£ pip=Y9 _y [1s Lt
T dt E(s) Ts

PID — z rzeczywisty” rézniczkowaniem

U(S):kp L T
E(s) Ts Ty

!

PID =

s+1

k, —wzmocnienie regulatora

: 1
T, — stala catkowania Setpoints Errors] 1 i -(Z Output—>-
T, — stata r6zniczkowania -

D — wspodlczynnik

6. Modele matematyczne wybranych obiektéow regulacji

Zbiornik z pompa oprozniajaca (bilans masy)

Z | Quy
Owe @ = Quy . | .

— _ H (S) — Qwe (S)';Swa (S)

Matlab

L=1

M =120]

t=0:0.1:10;

y = step (L,M,1);

L1=-1

y1 = step(L1,M,t);

plot (t, y,’r-",t,yl,’g-",t,y+y1,’b-"), grid

L N N N =T = I S

10
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Zbiornik z wyplywem pod ciSnieniem hydrostatycznym (bilans masy)

z 1 S
Qe h
o R
u y

‘qwe A
Po linearyzacji (rozwiniecie w szereg Taylora)
a - 1
- - AH(S) = ———=(k, 4Q,.(s) — k, 4S(s
h ) } () (TS+1)( L AQue(8) — K, 45())

- ok - AT(s)  k

qg ——— _ eV — — 4 AUGs)  Ts+1
P, C, To PR p,c, T
u

u (o) =ult—7)

y Y(s)=U(s) e ™

|‘_’| i, e P Y,

Uwaga
Transmitancje obiektéw technologicznych (energetycznych, chemicznych i in.) nalezy zwykle

uzupeti¢ o pewne opdznienie, co daje:
1 _ 1 o7 1 —15

Ts ' Ts+1 ' (Ts+1)f

Bardzo czgsto warto$¢ 7 okresla sie eksperymentalnie.

11
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Przyblizenie Padé
254 = (~a)’ + = (~15)° +
2! 3l

e =

(PRI RY
2+zs+5(zs) +§(zs) +...

Przyklad — Matlab — instrukcja pade — przyblizenie 1-go rzedu

L=1; 1 -2s
M=[11] cO=5a
[Lp Mp]=pade(2,1);
Lz=conv(L,Lp); !
Mz=conv(M,Mp); 08 //
t=0:0.01:12; 06 /
y=step(Lz,Mz,t); s /
plot(t,y);grid '

0.2

+/

iV

Przyklad — Scilab — aproksymacja op6znienia - przyblizenie 1-go rzedu

5=9%0s;
sysl=syslin('c,1/(s+1));
delay=syslin('c',(2-2*s)/(2+2%*s));
sys=sysl*delay;

t= ;

y=csim('step’,t,sys);
plot(t,y);xgrid

Przyklad — Matlab — instrukcja pade — przyblizenie 1-go i 12-go rzedu

L=1; 1
M=[1 1]; G(s) = me 2
[Lpl Mpl]=pade(2,1);

[Lp12 Mpl2]=pade(2,12);

Lz1=conv(L,Lp1); !
Mzl=conv(M,Mp1l); 038 /
Lz12=conv(L,Lp12); 06 /
Mz12=conv(M,Mp12); /
t=0:0.01:12; o /
yl=step(Lz1,Mz1,1); 02 /
y12=step(Lz12,Mz12,t); 0 7
plot(t,yl,’r-’,t,y12,’b-");grid 0.2
0 2 4 6 8 10 12

12
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Silnik pradu stalego z magnesami trwalymi — sterowanie napig¢ciowe

' Qs)__k
o . U(s) Ts+1
TO O :
) J ¢ P
o(s)  k
U(s) s(Ts+1)
Silnik pradu stalego z magnesami trwalymi — sterowanie pradowe
L Qfs) _k
U(s) s

7. Proste przyklady wyprowadzenia transmitancji

7.1. Bilans masy
Metodologia Maxwella (1868)

1) Ulozy¢ rownania dynamiki uktadu regulacji i zbadac¢ jak zalezg ich rozwigzania od nastaw
regulatora wystepujacych we wspotczynnikach.

2) Wybrac¢ takie nastawy, ktore dajg najlepsze rozwigzanie (przebiegi) ze wzglgdu na ksztatt
1 predkosc.

Punktem wyjscia jest ulozenie rOwnania sterowanego obiektu (model matematyczny).

Modelowanie, czyli uktadanie rownan, opiera si¢ o podstawowe prawa fizyki, termodynamiki,

kinetyki chemicznej itp. Dla potrzeb automatyki wystarcza umiarkowana doktadnosé

modelowania. Wazng zaleta ukladow ze sprzezeniem zwrotnym jest odporno$¢ na

niedoktadnosci modelowania.

Bilans masy dotyczy wszelkich obiektow z przeptywem cieczy, gazow, par, materiatlow
sypkich — zbiorniki, mieszalniki, kotly, reaktory itp.

M =Vp=Ahp,

gdzie w przypadku zbiornika:

13
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M - masa cieczy, A - powierzchnia przekroju zbiornika
V - objetosce, h - wysokos¢ stupa cieczy
£ - gestose

Roéwnanie bilansu ma postac

dM dh
E—APE—Zqi Pi _;qj Pi

0i, j- przeplywy objgtosciowe (mS/S)

Zbiornik 7 pompq oproZniajgcg

Dane: Qwe BZ _g_(]wy

A=2m? ! A

q_We = q_Wy — $rednie przeptywy — _ _

Roéwnanie bilansu
dIVI_A dh_q g /
EPraa el MYl M P
dh

A—=q,, —
dt qwe qu

Stosujemy transformacje Laplace’a

AsH(s)=Q,.(s)— Quy (s)

S)— S
H(s)= Que(9)=Quy () — transmitancja typu
As catkujacego (integrator)
Q
Qwe ti' v 1 H
- As

Roéznica migdzy doptywem a odptywem powoduje ciggla zmian¢ poziomu. Ukladu
sterowania takim obiektem nie wolno wylacza¢, bo zbiornik albo zostanie przelany, albo
zupetnie oprozniony.

14
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Zbiornik 7 wyplywem pod cisnieniem hydrostatycznym

Dane: :§:H
— 2
A=5m Owe

- v
h=10m A
Uye = Oy =108 M*h = 0.03 m*/s h - -7

e Model ogolny (nieliniowy)

W stanie nominalnym objetos¢ cieczy w zbiorniku nie ulega zmianie.

Gue = Chy =0

q_Wy =s Zgﬁ

0, —Sy2gh =0

S= e powierzchnia swobodna zaworu

2gh na odptywie
Roéwnanie dynamiki

dh o
A— = Qye—S 2gh
%,—J

dt ——
funkcjanieliniowa

15
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e Linearyzacja

f s ", u)=0 gdzie y—cﬁ " it

wn’

- - y r - r - u v
y w!elkos’cf wy]_s:c!owa -
u - wielkos¢ wejsciowa

f(y()aoa'--oa uo):O CZyli %:0

S = (vyutty) D= ($gs Pgrees 9" )

S, p,..

Fadee ™, )= £(3.0....0, u0)+g—f
Vg

of
(V=yy)+ o,

o
ay(ﬂ)

f(34,0,...0, 2,)=0 1

( (n) 0)+f

(y=0)++—— (u u,)

. n af af af (n) af
Sy 7 wyz = Ay + | At A+ A
oy s ay” Ou s

Ay=y=yy W=Y=Yy..., Adu=u-—u,
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W celu przyblizenia funkcji nieliniowej przez funkcje liniowa stosujemy rozwiniecie
w szereg Taylora dla stanu nominalnego.

pdan . 1-AQye — \20hAs — s 20 an
dt 2,/2gh

ASAH(S) = AQue(S) — +2ghAS(s) - \/%AH(S)
g

ASAH(s) + gg_AH(s) — AOu(s) — 2gnas(s) /- V2N
v2gh Sg

“Zghs+1 AH(s) = —“gghAQwe(s) - ZThAS(s)
sg S

A——
sg S,
T k1 2
AQwe
ka
+ 1 Ah
As - [Ts+1
ka
Rys. 2.2. Obiekt inercyjny I-go rzgdu
e Obliczenia

s= G _ 008 460014m? = 21.40m?
J2gh  +/2-9.81:10

J2gh _ J2-98L.
T A2 g V29810 gq54

sg  0.00214-9.81

kl=V§gh=667m/m3/s, kzzzTh: 210 _ 4673 mim?
sg s 0.00214

3336% + Ah =667 Aq,,, — 4673 As - czas w sekundach

Zmiana skali czasu i jednostki wzgledne

3336 dAn +Ah 867 Aq\f,‘\,e —4673As - czas w godzinach

3600 dt;, 3600

17
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0.926‘3Ah +Ah=0.185Aq/l, —4673As - Aglle w m¥h

th

Jednostki wzgledne (normalizacja)

Ah o .
y =? - wyj$cie (zmienna procesowa)
Ay, :
U=—— - sterowanie
Oue
Z= g - zaklocenie
S
Ah N
o) an 1 " 1.5
0926 ~ N/ 4 AN _ 01852 A, dwe _ 45732 A5 S
dtp, h h qcve h s

0.926%+ y=20u-10z

h

1 y
0.926s +1

Po przeskalowaniu czasu i normalizacji zmiennych (jednostki wzgledne) wspotczynniki w
rownaniu stajg si¢ rzedu 1. Jest to istotne dla implementacji mikrokomputerowe;.
Zalezno$¢ poziomu od stopnia otwarcia zaworu na odpltywie

AH(s) _ Kk,

AS(S) Ts+1

7.2. Bilans energii

Bilans energii stosujemy do tworzenia modeli matematycznych takich obiektow jak piece,
suszarnie, reaktory, wymiennikownie, podgrzewacze itp.

E=McT
gdzie:
E - energia, O - gestose
M - masa (M =Vp), T - temperatura
V - objetos¢ obiektu, C - cieplo wlasciwe

Roéwnanie bilansu mozna przedstawi¢ jako
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dE dT
oGt =VPCE => aipcT, — quijjTj + AP
i

AP - moc doprowadzona lub odprowadzona

7.3.  Rownanie momentow

Jd—a):M -M, -Do, a):%
dt dt
gdzie:
J - moment bezwladnosci, M - moment wytwarzany
@ - predkos¢ katowa, M, - moment obcigzenia
¢ - kat. D - wspotczynnik tarcia,
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