4. UKLADY II RZEDU. STABILNOSC

Podstawowe wzory

Uklad II rz¢du ze sprz¢zeniem zwrotnym
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4. Uktady II rzedu. Stabilnosé¢
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e Czas regulacji

t, = E(%n — ustalanie z doktadnos$cia 2% (4.4)

Uwaga. Jezeli t, ma reprezentowaé czas potrzebny na
ustalanie z doktadno$cia 5% lub 1%, to w liczniku zamiast 4
nalezy wstawi¢ odpowiednio 3 lub 4.6

e Reguly upraszczania transmitancji

1. Odrzucane bieguny i zera powinny by¢ przynajmniej 3...4 razy
wigksze co do modulu od dominujacego bieguna
(najmniejszego).

2. Zero licznika i biegun mianownika mozna zredukowac
wowczas, jezeli nie r0znig si¢ bardziej niz 0 15...20%.

3. Odrzucanie i redukcja polegaja na wstawieniu s =0 do
odpowiednich ~ czynnikow s+2z, s+p w liczniku
i mianowniku celem zachowania wzmocnienia statycznego.

Kryterium stabilnosci Hurwitza

e Wielomian charakterystyczny
Aps" + an_ sV 4+ -+ a;s+a, a,>0

e Wyznacznik Hurwitza

n-3 Qdpn-2 Qp-1 Ap—1 = 0 O 0

By= |5 Gnoe @ Gnme 1 00000 “
0 0 0 0 " a a; 4
0 0 0 0 " 0 0 a
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4. Uklady II rzgdu. Stabilnosé

Warunek stabilnosci
Podwyznaczniki A, A,,+-+, A,_{ powinny by¢ dodatnie.
Uktad III rzedu

A,>0 = aya; >aza, — iloczyn  wyrazéw (4.6)
srodkowych ma by¢ wigkszy od iloczynu wyrazéw
skrajnych.

Kryterium stabilnosci Routha

Tablica Routha

n.
S an An-2 An-4
n—1
S An-1 an-3 An-s
an an—2| an an—4|
n-—2 an-1 Qan- apn-1 Qap-— —
S b, = n-1_ Gn-3 b2=n1 n-5 b3_
—0n-1 —0n-1 ( )
4.7
an-1 an—3| an-1 Aan-s
Sn—3: C1 — bl bZ C2 — bl b3
—by —by
s0:

Warunek stabilnos$ci

W pierwszej kolumnie powinny znajdowac si¢ dodatnie elementy,
tzn. a,, a,_1, by, ¢, itd. Jezeli w pierwszej kolumnie wystepuja
elementy ujemne (wielomian niestabilny), to liczba zmian znaku
okresla liczbg pierwiastkow w prawej potptaszczyznie.

Pierwszy element zerowy

Jezeli wiersz poza zerem na poczatku ma przynajmniej jeden
niezerowy skladnik, to zero w pierwszej kolumnie zastepuje sig
przez mala dodatnia liczb¢ € i kontynuuje budowg tablicy. Na
koncu lub na biezaco analizuje si¢ znaki przy € — 0.
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Przyklady

Z 4.1. Uklad sterowania ma postac o
jak na rysunku.

a)
b)

4. Uktady II rzedu. Stabilnosé¢

Zerowy wiersz

Jezeli wiersz zawiera same zera, to korzystamy z wyrazéw w
poprzednim  wierszu  budujac = wielomian  pomocniczy
odpowiedniego stopnia. Nastgpnie rézniczkujemy ten wielomian,
wspoétczynniki pochodnej wpisujemy zamiast zerowego wiersza |
kontynuujemy  procedurg. =~ Wielomian  pomocniczy  jest
podzielnikiem wielomianu gléwnego, zatem jego pierwiastki sa
pierwiastkami wielomianu gléwnego i na 0ogoét mozna je obliczy¢.
Wielomian gtowny nie jest stabilny (niestabilny lub na granicy
stabilnosci).

w K Y
5(0.55+1)

Czy mozna jednocze$nie uzyskaé
przeregulowanie 10% i czas regulacji mniejszy niz 1 sekunda?
Jezeli nie, to podaj wartos¢ K, ktora czyni zado$¢ pierwszemu
warunkowi (10%). Jaki bedzie teraz czas regulacji? W jakim
momencie wystapi przeregulowanie?

Rozwiqzanie

a)
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Py =e V75100 > &=

|1n%
100

n2+In22%
100

K
G (S) — 5(0.55+1) — K — K — 2K
zam K s(0.55+1)+K  0.552+s+K  s2+2s+2K
s(0.55+1)

=0.59

{25 W =2 1 1 — wymaganie pochodzace

0.59 od py, = 10

_ 4

= t 6.7 — wymaganie pochodzace
Swn

t
i d od t, < 1ipy = 10

<1l = w,>

Nie mozna jednocze$nie uzyskac py, = 10 oraz t, < 1.



4. Uklady II rzgdu. Stabilnosé

b) w,=17 i w2=2K = 2K=172 = K=144

4 4 _m

t, = Ton — osoi7 = 4, t = oie 2.29
e Matlab 1 /"

L=2%1.44; 0.8 //

M=[1 2 2*%1.44]; 0.6 /

t=0:0.01:7; 0.4 /

y=step (L, M, t); 0.2

;gri 0

plot(t,y) ;grid 0 ) 4 6
Z 4.2. Dany jest serwomechanizm “ o 1, 5(51+1) S
Z silnikiem sterowanym napieciowo. -] - :|
a) Sprzezenie tachometryczne as

zostato odlaczone, tzn. a = 0.

Ile wyniesie przeregulowanie
py, 1 czas regulacji t.? Jaki bedzie btad ustalony e, dla
wymuszenia liniowego w(t) =t - 1(t)?

b) Sprzezenie tachometryczne dotaczono ustawiajac a = 2. Jak teraz
wygladaja po, t.1 e,?

c) Dobierz a tak, aby wspotczynnik thumienia & wzrdst do 0.6. Ile

wyniosa Py, t,, €,?

Rozwiqzanie v 12
s(s+1)
_ - 12

s2+s+12

w, =V12, 2w,=1 = &= % =0.144 = py, = 63.24

t,=—=28 15l A\

. 1/ \v’\f“ -

0.5
M= [1112];
t=0:0.01:10; 0
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y=step (L,M, t);
plot(t,y),grid

4. Uktady II rzedu. Stabilnosé¢

12 :
Gotw(s) = m , Ky =limgg SGotw(s) =12
e, = —=—=00833
b) a=2
w 1 y w 1 Y
_ 12 _T s(s+1) = ? 12 s(s+3)
2s
12
Gzam = i5ernz
W, =V12
3
f = Tﬁ = 0.433
Pop = 22.1 /
te =2 = 2.67 05
ey = 13—2 = 0.25 % 1 2 3
c) £€=0.6
w 1 w 1 y
_ 12 _1 s(s+1) = ‘_T 12 s(s+1+a)
12
Gzam(S) = S2+(1+a)s+12

w, =V12, 2éw,=14+a = a=2-06-V12—-1=3.157
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4. Uklady II rzgdu. Stabilnosé

ey, = ? = (0.3464

Z 4.3. Dla uktadu pokazanego
obok wyznaczy¢ obszar stabilno$ci
na plaszczyznie (ky, T;).

Rozwiqzanie

o ka (Tis+1)

0.8

0.6

0.4
0.2 /

e Warunek Hurwitza

20T; - T;(1 + 2k,) > 100T; - 2k, = T;>

e Matlab
kp=0:0.1:10;
Ti=10*kp./ (1+2*kp) ;
plot (kp,Ti),grid;
xlabel (‘kp’);
ylabel (*Ti’);

G =
2am - 100T;s3+20T;s2+T;(1+2kp)s+2kp

Z 4.4. Zbadac stabilnos¢ wielomianu

s+ 2s* + 353 + 652 +10s + 15

Rozwiqzanie

e Tablica Routha

s> 1 3

0
0 1 2 3
w 1 2 y
k(14 —
T o ,s) (10s+1)2
10k
1+2kp
6
stabilny
4
niestabilny
2
0
0 2 4 6 10
10 1 3 10
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4. Uktady II rzedu. Stabilnosé¢

2 6 15
5
€ 2
— E 15
&
3
2
15

W pierwszej kolumnie przy € = 0 wystgpuja dwie zmiany znaku,
zatem wielomian jest niestabilny, a jego dwa pierwiastki leza w

prawej potptaszczyznie.

Uwaga. Po wstawieniu € do tablicy Routha nastgpne elementy
wystarczy ograniczy¢ do dominujacych skladnikéow, jak to
pokazano wyzej po prawej stronie. Skraca to zapis i upraszcza

obliczenia.
e Matlab

roots([1 2 3 6 10 157)

Z 4.5. Wyznacz zakres wzmocnienia
k; sktadowej catkujacej regulatora, aby

uklad pokazany na rysunku byl
stabilny.
Rozwiqzanie
* Gam(s) = s4+4s33f5:§i-|-55+ki
e Tablica Routha
s* 1 5 k;
s3 4 5 0
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4. Uklady II rzgdu. Stabilnosé

75

S\ e 75 75
Warunek stabilnos$ci: —z* > 0 = 4k; — 7 < 0=k < o= 4.7

4

Ostatecznie 0 < k; < 4.7

Matlab — kontrola odpowiedzi dla k; = 1
ki=1;

L=[0 0 0 3 kil; AN

M=[1 4 55 ki]; /\
9 /\/

roots (L+M)
t=0:0.1:20;

y=step (L, L+tM, t) ;
plot(t,y);grid 0

. / \J
0.2

0 5 10 15 20

Z 4.6. Zbada¢ stabilno$¢ wielomianu a(s) = s* + 4. Jakie sa jego

pierwiastki?

Rozwiqzanie

Tablica Routha

st 1 0
<3 n fa)
S . U J
s3: 4 0
s%: € 4
16
st:  ——
&
s0: 4

4 = apom(S) =s*+1
U
dapom __ 3
< ds =4s
W pierwszej kolumnie przy & - 0 wystepuja
dwie zmiany znaku, zatem wielomian jest
niestabilny, a jego dwa pierwiastki leza w
prawej potptaszczyznie.
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4. Uktady II rzedu. Stabilnosé¢

e Pierwiastki

W tym szczeg6lnym przypadku wielomian pomocniczy apom (S)
jest rowny wielomianowi gldéwnemu a(s).

Pierwiastek z liczby zespolonej:
s?=R+jl=Mel®, M=+VR2+1I2

I
¢ = arctg—

® ¢
s; =vVMe’z, s, =—JMe’z, e/® =cos¢ +jsin¢g

s* = —4 = 4¢J180

s; =V2e/*° =1+41j
1) s?=2e/9° =2j =

s, = —\2e/%° = —-1-1j

s3=V2e/13%° = —-1+1j
2) s%=-2e/%0" = 2¢/270° >

Se = —V2e/135° =11

Pary sprzgzone: —1 +1j, 1+ 1j.

Z 4.7. Zaaproksymowac transmitancjg

5%+95+20
s5+1254+6553+1805+2345+108

G(s) =

transmitancja nizszego rzedu. Porowna¢ odpowiedzi skokowe.

Rozwigzanie

° L=[1 9 20]; roots(L) = —4, -5
M=[1 12 65 180 234 108];
roots (M) = -1,-2,-3,-3+3j, abs (-3431) = 4.2426
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4. Uklady II rzgdu. Stabilnosé

(s+4)(s+5)
(s+1)(s+2)(s+3)[(s+3)2+32]

G(s) =

Dominujacym biegunem jest —1. Przyjmujac, ze odrzuca si¢
pierwiastki przynajmniej 3-krotnie wigksze co do modulu od
dominujacego bieguna mamy

10
4.5 57

G(s) = TG0 — GIDGID
e t=0:0.1:10 0.2 S S S
y=step (L, M, t); 0.15 v
ya=step (10/27, //
(13 2],t); 0.1 /
plot(t,y,t,ya,"=-="), 0.05
grid /
0

Zadania domowe

D 41 Dla  ukladu  sterowania = k i

ramieniem robota skierowanym - T o
najpierw w dot, a potem w gorg, dobraé as
nastawy £, o tak, aby uzyskac¢ przebiegi
aperiodyczne krytyczne (py, =0 =
¢ = 1) z czasem regulacji 0.5 sekundy.

1

Odp Gl(S) = 2120 = k=44, a=16

Go(s) =55 = k=84 a=16
D 42. Dobra¢  wzmocnienie K p ” y
regulatora catkujacego, ktory sterujac s | L°
obiektem e %S (,,czysto” opdzniajacym)

zapewni przeregulowanie 4.3%. Jakiego
czasu regulacji mozna si¢ spodziewac? Jak wyglada odpowiedz
skokowa?

“To+1

Wskazowki. Projektowanie: e~ = 325+1 (Padé —rzad 1)
2
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4. Uktady II rzedu. Stabilnosé¢

Symulacja: aproksymacja Padé —rzad 8..10.

Odp.. k=0.268, ¢, =10.94

s+z 1 y

D 43. W ukladzie regulacji zero — JRaly B.
. . Do . s+p s(s+3)
regulatora z dobiera si¢ eliminujac - |

biegun obiektu (czyli 3). Wyznaczy¢ k,

p tak, aby przeregulowanie wynosito 5%, a czas regulacji g sekundy.

Odp. z=3, k=189, p=6

D 44. Czy w ukladzie sterowania k ! 2

mozna dla wymuszenia w(t) = 1(t) - o
jednoczesnie uzyska¢ blad ustalony
e, = 0.02 oraz przeregulowanie p,, = 16.3?

Odp.:  nie

w 10 Y

D 45. Jeden z ukladéw sterowania kithos — —,
pocisku manewrujacego ma schemat jak -~ |

na rysunku. Wyznaczy¢ parametry
ki, k, tak, aby czgstotliwo$¢ naturalna w, wynosita 10 rd/s, a

wspétczynnik tlumienia ¢ byl rowny 0.5. Jaki bedzie wtedy czas
regulacji ¢, i przeregulowanie pq,?

Odp.: k; =104, ky=1, t. =08, py =165

D 46. Dla  uktadu sterowania — o . ( +1)1( o ’
. y . S S S
wyznacz  obszar  stabilno$ci na - |

ptaszczyznie (ki, kp). Warunek
stabilno$ci okre$l zar6wno w oparciu o kryterium Hurwitza jak i
Routha.

1

Odp kp > gkl -2, ki >0

k (s+2)° || 1 Y
s s(s+1)

D 4.7. Jaki warunek powinny spetnia¢ =
nastawy k, z regulatora PID, aby uktad ‘
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4. Uklady II rzgdu. Stabilnosé

byt stabilny? Ile wynosza bieguny uktadu dla k = 1, z = 4?

Odp.. k>Z=-1, bieguny -2, +2.82
D 4.8. lle pierwiastkow wielomianu

s> +3s*+ 253 +652+65+9

lezy w lewej, a ile w prawej pOlptaszczyznie? Jakie sa te pierwiastki?

Odp.:  Trzy pierwiastki w lewej, dwa w prawej
—-29, 0.65+1.28j, —0.70+0.99j
D 49. Co mozna powiedzie¢c o stabilnosci 1 pierwiastkach
wielomianow
a) s*+4s3+7s%+ 165 + 12
b) s°+ 6s* + 1253 + 1252 + 11s + 6

Odp.: a) granica stabilnosci: —1, —3, +2j

b) granica stabilnosci: -1, —2, =3, +1j

w s+1 J

D 4.10. Wyznaczy¢ przedzial wzmoc- r —

nienia k, w ktorym uktad sterowania jest T SGRIGE)
stabilny. Ile wynosza bieguny dla

k=757

7.5

Odp.: k>75 +j = -5

D 4.11. Dla jakich warto$ci wzmo- = T k 4
(s+1D)(s+2)(s+3)

cnienia k uktad sterowania jest stabilny?
Ile wynosza bieguny dla k = 60,
k=-67?

Odp.:. —-6<k<60, k=60 = 4jV/11, —6
k=—-6 = 0, —3+141j
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